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Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.

Les pages 4/5 et 5/5 sont a rendre avec la copie.

Exercice 1 : (3 points)

Pour chacune des affirmations (A1), (Az2), (As) et (As) ci-dessous, répondre par " Vrai " ou
" Faux " en justifiant la réponse.

1) (A1) - Soit n un entier. " Si 33n=0 (mod 2013) alors n=0 (mod 61) *.
(A2) : " L'équation 33 x + 11 y = 2013 admet des solutions dans Zx 7% ".

dt.

2) Soit F la fonction définie par F(x)= I 1” 3

(As) : " F est définie et dérivable sur ]0,+«[ ".

(As) : " Pour tout x de I'ensemble de dérivabilité de F, F'(x)= < *.
1+ (Inx)?

Exercice 2 : (4 points)

Le plan est orienté.

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 1), OAB est un triangle rectangle en B de sens direct tel que
(OA.0B) -  [2x].

A) Soitf la similitude directe de centre O qui envoie B en A.
1) Donner une mesure de I'angle de f et montrer que le rapport de f est égal a 2.
2) Soit C I'image de A par f.

a) Montrer que le triangle OCA est rectangle en A de sens direct et que AC = 2AB.
b) Placer le point C.

B) Soit g la similitude indirecte qui envoie B en A et A en C. On note Q le centre de g.
1) a) Montrer que Q vérifie la relation QC = 4QB.
b) Placer le point Q
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2) Soit G le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, 2) et H son image par g.

a) Vérifier que BG = 3BA et en déduire que AH = ;ATC

b) Montrer que BG + AH = QB ; puis montrer que G est le milieu du segment [QH].

¢) Montrer que la droite (GH) est I'axe de g.

Exercice 3 : (4 points)

L'espace est muni d'un repére orthonormé direct (O.d. V,w ) .
On considére les points 1(1,1,0) , J(0,1,1) et K(1,0,-1).

1) a) Déterminer les composantes du vecteur 1J A IK.

b) En déduire que les points [, ] et K déterminent un plan P dont une équation est x -y +z =0.

2) Soit le point $(1,-1,1). Montrer que le volume du tétraédre SIJK est égal a -;—

3) Soit la droite A passant par 1 et paralléle a la droite (JK) et soit M un point quelconque de A.

a) Montrer que MJ A MK =1 A IK .

b) Déterminer alors le volume du tétraédre SMIK. $
4) Soil h I'homothétie de centre S et de rapport 2. 7
a) Determiner une équaltion du plan P’ image du plan P par h.

b) Le plan P’ coupe les demi-droites [SM), [S J) et [S K) / ]

respectivementen M’, I’ et K.

Montrer que le volume du solide MIKM'J'K’ est égal a 5 e

Exercice 4 : (3 points)

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O,u.v), on considére les points E et F d'affixes

respectives 1 et .

On designe par C; el Cles cercles de centres respectifs E el F et de méme rayon 1.

Soit O un réel de lintervalle [0.2x[ ., M le point d’affixe 1+ € et N le point d'affixe i(1+e"

1) a) Calculer Aff(EM) et Aff(FN).
b) Montrer que, lorsque 6 varie dans[0,2x[, M varie sur C; et N varie sur C,.
c¢) Montrer que les droites (EM) et (FN) sont perpendiculaires.

2) Soit P le point d'affixe z, telle que z, =(1-i)sin6.e"

a) Montrer que ——- (E ) =sinB- cosO et calculer ATIRE)
Aff (EM) (FN)

b) Montrer que P est le point d'intersection dbs droites (EM) et (FN).



Exercice 5 : (6 points)

X

|. Soit la fonction ¢ définie sur B* par ¢(x)= % et soil Cy sa courbe representative dans

un repére orthonormé (Oj,]).
1) a) Calculer lim @(x) et lim @(x). Interpréter graphiquement les résultats trouveés,

b) Calculer lim @(x) et lim @(x). Interpréter graphiquement les résultats trouvés.
x-» 0" X ()

c) Montrer que ¢ est strictement décroissante sur chacun des intervalles |-x,0[ et ]0, i ao[.

2) Montrer que I'équation @(x)=x admet une solution unique « dans l'intervalle ]-«,0[

et une solution unique f dans l'intervalle ]0,+m[ .

I1. On considére la fonction f définie sur I par f(x)=¢” - x et la fonction g définie sur 0+ o[
par g(x)=1-x+Inx.
On se propose dans cette partie de déterminer les tangentes communes aux deux courbes Cy et C,.
Dans I'annexe ci- jointe (Figure 2), on a traceé dans le méme repeére (0O, i.j) les courbes C,, Cy
et C, des fonctions ¢, f et g et la droite d'équation y = X.

1) Soit a un réel et b un réel strictement positif.
On désigne par A, la tangente a la courbe Cy au point A d'abscisse a et par D, la tangente

a la courbe C, au point B d'abscisse b.
a) Donner une équation de A_ et une équation de Dy,
b) Montrer que : (A et Dy, sont paralléles) si et seulement si (b =e™).
Dans la suite on suppose que A_ et Dy, sont paralléles, c'est-a-dire b = e™.
e
e" -1

).

2) a) Montrer que : (A, et Dy, sont confondues) si et seulementsi (a+0 eta=

b) En déduire que A, esttangente a la courbe C; et a la courbe Cq4 respectivement aux

points A(a,f(a)) et B(e“,g(e )).(a étant la valeur définie dans la question |. 2))

c) Montrer que C; et C, admettent une deuxieme tangente commune que I'on précisera.
3) a) Construire dans I'annexe ci- jointe (Figure 2), le point A(a,f(a)).

b) Vérifier que e = f(- a) - a puis construire B(e“,g(e™)).

c) Tracer A,.
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(Figure 2)



