Nombres complexes

1/ Définition et propriétés

m Définition et opérations sur les nombres complexes

Théoreme et définitions :

Il existe un ensemble, naf& de nombres appelés ensemble des nombres complebase :

« Ccontient IR.

« Cest muni d’'une addition et d’'une multiplication pdéesquelles les regles de calcul sont
les mémes que dans IR.

- Il existe dansC un nombre non réel, noté i, vérifiants —1.

« Tout nombre complexe z s’écrit de fagon unique $adgrme (dite écriture cartésienne
ou algébrique) z=x+1iy ou x et y sont des reels.

Vocabulaire et notation :

Le réel x est appelé partie réelle z et est notRe(z).

Le réel y est appelé partie imaginaire de z ehett Im(z).

Siy=0alorsz=x+0iest noté& = x et z est un réel

Six=0ety #0alorsz=0+iyest not& =iy et z est appelé imaginaire pur.

Le complexe) +0i noté O est a la fois réel et imaginaire pur.

Conséquences :

Soitz=x+iy etz'=x+iy' oux,Yy, X" ety'sontdesréels

z=72' - X=X'ety=y

z=0 « x=0et y=_C

Propriétés :

Soitz=x+iy etz'=x+iy' oux,y, X' ety'sontdes réels

«z+27'= (x+ X)+i(yty))

«—z=-X+i(-y) (-z est|'opposé de z)

ezz'= (Xx=yy)+i(xy* x'y) (Formule a ne pas apprendy
En particulier, pour tous réels x et gx+iy) (x —iy) =x? +y?

«Sideplusz 0 £=( X j+ E y J (Formule a ne pas apprendje
z

X2+y2 X2+y2

Remarque :

Contrairement &R , la notion d’ordre n’a aucun sens §lr on ne peut pas donc ordonner
les nombres complexes ; écrize 0 lorsque z n’est pas réel n'aura donc aucune sens.
Puissance de i :

Ona:f=-1;f=-i;i*=1;i"=i;i°=-1 ;-

D'une maniére généralei” =i" ou r est le reste de la division de n par 40f ,@,3)

m Conjuguée d’'un nombre complexe

Définition

On appelle conjuguée du nombre complexex+iy, ou X et y réels, le nombre complexe

notéz est défini paz = x—iy.
Propriétés :
Pour tous complexes z et z’, on a:
cz=2
cz+z'=z+z etz-2'=2-2'
Ces résultats s’étendent a une somme algébdigjunetermes.
e 22'=212

—\n
Ces résultats s’étendent a un produit demdsr. pour tout entier naturel(rz,”) = (z) .
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z
. Siz=x+iy avec x et y réels alomsz= x*+ y* donc pourz # 0, soit
Sixy)# (0.0, ona =t=fo= Xy Y
zZ zz Xty X°+y X°+y
C’est la méthode utilisée pour écrire sous foatgébrique un inverse ou un quotient.
Théoreme :
Soit z un nombre complexe.

«z+2z= 2Re(Detz-z= 2Im(D)
. z est réel si et seulementzst z

. z est imaginaire pur si et seulement si-z.

m Equation 2 =a ; aOIR

Théoreme :

Pour tout réetr non nul, 'équatiorz” =a admet exactement deux solutions dans
« Lorsquea >0, les solutions dang de I'équationz® = a sont o et-+a.

« Lorsquea <0, les solutions dang de I'équationz® = a sont :i\/m et - i\/m.
2/ Représentation géomeétrique d’'un nombre complexe

Le plan est rapporté & un repére orthonormé di2at, v).

Définitions

Soit le complexeg = x+iy ; xetyréels.

«Le pointM (x, y) est appelé le point image de z. On le note souMéxt.

.Le vecteunTv@j est le vecteur imagge z. On le note souvewt(z).

«Le complexe z est I'affixedu point M et I'affixe du vecteuw .
On le note souvet, ouz_ ouaff(M) ou aff (AB).

« Le plan est alors appelé plan complexe.
Autrement dit :
M (x,y)dans le plan cartésien, si et seulement si, M a @ifixe z= x+iydans le

plan complexe.
Affixe d’un vecteurAB : aff (AB) =aff (B) —aff (A)
On note souventz =z, - z,

Propriété :Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ilsaomEme affixe.
Affixe du milieu d’un segment :

+
Si | est le milieu du segment [AB] alozsz%.

Propriétés :
Pour tous vecteurg et w'et pour tout réetr :
ez =27 +2zZ,

wW+w w w

*«Z - =dz..Enparticulierz . =-z.
aw w -W w
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3/ Module d’'un nombre complexe

Définition
Le module du complexe= x+iy, noté|z| , est le réel positiz| = \/x* + y?
Remarque :

Le module d’un réel est sa valeur absolue, ceustifier la notation.
Interprétation géométrique du module :

Le plan est rapporté & un repére orthonormé di2at, v).

z| est la distance entre O est le pdit(iz) .

Siz,, = x+iy alorsOM =|z,,| =/x* +y?

« Pour tout points M et N du plan complexe d’affixespectivez,, et z,, on a
MN =z, -z,]|.

Propriétés :

Pour tout nombre complexe z, on a:

Z=0= z=0

7=|4 et|-4=|

, _
7 =zxz

Conséquence :

Si|7| = 1a|ors% =z

Module et opérations :

Pour tous nombres complexes z&ton a :

zz|=|4x| 2 ; ‘2‘:| £ (D IN) et‘ E‘z:| 2

«Pour tout réetr , |aZ =|a|x|4 (module dex = valeur absolue de)
=1 mON) et‘ﬂ:H (2% 0)

. H =1 . |1=_1

a4 "= 2
z+z|<|4+[7|
4/ Argument d’'un nombre complexe non nul :
Définition
Le plan est rapporté & un repére orthonormé di@at, v).
Soit z un nombre complexe non nul et M son image.

On appelle argument de z, nat(z), toute mesure en radians, de I'angle ori¢mtéMm).

Remarques :
«Le complexe 0 n'a pas d’argument.
« Tout complexe non nul z a une infinité d’argume®id est I'un deux, tout autre

argument de z est de la forfv¢ T2k [JK . On écrit alors arg(z)=6 [21].

Conséquences :
« z réel non nul si et seulement\(z) est sur 'axgOx),

ce qui se traduit parg(z)= kt (kOJZ)
« Z imaginaire pur non nul si et seulemen¥i$e) est sur I'axgOy),

1
N

ce qui se traduit parg(z):g+ kt (kOZ)

Propriétés :
Pour tout nombre complexe non raul
sarg(-z)=1m+ arg(z) [Zt
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Argument et opérations :
Pour tous nombres complexes non rags$z".

carg(zz')= arg(zy arg(z) @
carg(Z )= 2arg(z) [Z
. arg(zl,)z arg(zy arg(z) [&

. arg(zl,)s —arg(z" [2Zt

5/ Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non al :

Pour commencer

Le plan est rapporté & un repére orthonormé die@at, v).

Nous savons que= x +iy est la forme algébrique de z, affixe du point M

En termes de coordonnées cartésiennes Mfixay) et en termes de coordonnées polaires,
M (r,8) avecr = OM et = (u,0M)

Nous avons déja vus que=rcosbety =rsinf

doncz = x+iy =r(cos+ isind Javecr =|z| et = arg(z)+ 2kt , (KIZ ).

Théoreme et définition :
Soit z un nombre complexe non nulBappartient a IR.

Siarg(z)=6 [2t]alorsz=|Z (coB+ isirf
Réciproquemensiz =r(coD+ isird |, r >0, alorsr = |z| etarg(z)=6 [21].

Vocabulaire :
L’écriturez=r(cosB+ isirB |, r >0 et6 IR est appelée écriture trigonométrique de z.

Propriétés :
Soit z etz'deux nombres complexes non nuls d’écritures trigutaques
z=r(coD+ isiD etz'=r'(coP + isiD ".
«zxz'=rr'(cosp+6 '} ising+6 )
« 2 =r*(cos(d )+ isin(D )
.lz_r _ I .. _ .
z r,(cos@ 6 )+ ising-6 )

Relations de passage entre forme algébrique et fesrtrigonométriques :

Forme algébrique — X oy Formes
zZ=x+liy r=yx"+y";cod = T et sif = | Trigonométriques
xetyréels ) N

X =rcod et y=rsir z = r(co9® +isind)

Egalité de deux complexes :
Deux complexes non nuls sont égaux si et seulesidatont le méme module
et des arguments égaux modgio.
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